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MATRICOLA:
PROVA SCRITTA DI CCP/CPS, 15/07/2015
Esercizio 1(13 punti) Lanciamo 3 dadi, uno per volta e poniamo Xi il risultato del lancio i, per i = 1, 2, 3 e
Y1 = X1,
Y2 =
{
X2 se X2 6= X1
0 altrimenti
Y3 =
{
X3 se X3 6= X1 e X3 6= X2
0 altrimenti.
Poniamo inﬁne X = X1 +X2 +X3 e Y = Y1 + Y2 + Y3.
(1) Determinare la densità di X1, X2, X3, Y1, Y2 e Y3;
(2) Determinare la densità congiunta di (Y1, Y2);
(3) Determinare la media di X e la media di Y ;
(4) Stabilire se Y1 e Y2 sono indipendenti;
Soluzione.
(1) Le Xi sono variabili uniformi in {1, 2, 3, 4, 5, 6} e anche Y1. Vediamo Y2:
P (Y2 = 0) =
6∑
i=1
P (X2 = X1 = i) =
1
6
e, per k = 1, 2, 3, 4, 5, 6
P (Y2 = k) = P (X1 6= k,X2 = k) = 5
6
· 1
6
=
5
36
per cui la densitá di Y2 é:
pY2(k) =

1
6 se k = 0
5
36 se k = 1, 2, 3, 4, 5, 6
0 altrimenti
Vediamo Y3. Per k = 1, 2, 3, 4, 5, 6
P (Y3 = k) = P (X1 6= k,X 6 = k,X3 = k) = 5
6
· 5
6
· 1
6
=
25
216
e per diﬀerenza
P (Y3 = 0) = 1− 6 · 25
216
= 1− 25
36
=
11
36
(2) Per h = 1, 2, 3, 4, 5, 6 e k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ma k 6= h si ha P (Y1 = h, Y2 = k) = 136 .
(3)
E[X] = E[X1] + E[X2] + E[X3] = 3 · 7
2
=
21
2
= 10, 5.
Si ha inoltre E[Y1] =
7
2 ,
E[Y2] =
6∑
k=1
k · 5
36
= (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6)
5
36
=
35
12
= 2, 91
e
E[Y3] =
6∑
k=1
k · 25
216
= (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6)
25
216
=
175
72
= 2, 43
e quindi
E[Y ] = E[Y1] + E[Y2] + E[Y3] = 3, 5 + 2, 91 + 2, 43 = 8, 84
(4) Y1 e Y2 sono dipendenti perché ad esempio, P (Y1 = 1, Y2 = 1) = 0 6= P (Y1 = 1)P (Y2 = 01).
Esercizio 2(9 punti) Siano X ed Y due variabili indipendenti, X di Poisson di media 5, e Y uniforme in
{4, 5}.
(1) determinare P (X > 5);
(2) determinare P (X > 4|X < 7);
(3) determinare P (X < Y )
Soluzione.
(a)
P (X > 5) = 1− P (X ≤ 5) = 1− e−5(5
0
0!
+
51
1!
+
52
2!
+
53
3!
+
54
4!
+
55
5!
) = 1− e−5 1097
12
= 0, 38;
(b)
P (X > 4|X < 7) = P (4 < X < 7)
P (X < 7)
=
e−5( 5
5
5! +
56
6! )
e−5( 500! +
51
1! +
52
2! +
53
3! +
54
4! +
55
5! +
56
6! )
=
6875
144
16289
144
=
6875
16289
= 0, 42
(c)
P (X < Y ) = P (X < 4) + P (Y = 5, X = 4) = e−5(
50
0!
+
51
1!
+
52
2!
+
53
3!
) +
1
2
e−5
54
4!
= e−5
2513
48
= 0, 35
Esercizio 3 (9 punti) Siano X1, . . . X50 variabili aleatorie indipendenti la cui funzione di ripartizione é
F (t) =

0 se t < −1
1
4 (−t2 + 2t+ 3) se −1 < t < 1
1 altrimenti
(1) Determinare la densità di X1;
(2) determinare media e varianza di X1;
(3) determinare P (X1 + · · ·+X50 > 0).
Soluzione.
(a) La densitá la otteniamo per derivazione della funzione di ripartizione e quindi
f(t) =
{
0 se t < −1 o t > 1
1
2 (−t+ 1) t ∈ [−1, 1]
(b) Si ha
E[X1] =
∫ 1
−1
t
1
2
(−t+ 1) dt =
∫ 1
0
−t2 dt = −1
3
,
dove, per sempliﬁcare i calcoli ho sfruttato che t é una funzione dispari e t2 é pari. Similmente
possiamo calcolare
E[X21 ] =
∫ 1
−1
t2
1
2
(−t+ 1) dt =
∫ 1
0
t2 dt =
1
3
.
DI conseguenza
Var(X1) = E[X
2
1 ]− E[X1]2 =
1
3
− 1
9
=
2
9
.
(c) Per il teorema limite centrale abbiamo X1 + · · ·+X50 ∼ N(− 503 , 1009 ) e quindi
P (X1 + · · ·+X50 > 0) = P (ζ0 >
50
3
10
3
) = P (ζ0 > 5) = 0
